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RESUM En aquest article s’analitza des d’un punt de vista estadistic i probabilistic el mecanisme
i lainterpretacio dels jocs d’atzar consistents en I'extraccié de boles d’una urna. Per a aixo, s’intro-
dueixen els conceptes de variable aleatoria, espai mostral, esperanca matematica i valor esperat.
Per il-lustrar aquests conceptes es desenvolupa un senzill exemple, en el qual es compara el valor
esperat del joc amb el que costa jugar-hi. Aquests conceptes teodrics s’apliquen, seguidament, a un
exemple real: el sorteig de Nadal de Loteries i Apostes de I'Estat. Mitjancant I'analisi estadistica dels
diferents premis que reparteix i la seva probabilitat associada, s’arriba a la conclusié que el valor es-
perat del premi és aproximadament de dos tercos. Aixd significa que, per cada euro que s’inverteix
regularment, només es recuperen a llarg termini 0,66 €. Una simulacio realitzada amb aquestes da-
des ha constatat graficament aquest resultat i ha mostrat també que el fet de repartir la despesa en
el joc entre més nUmeros jugats augmenta la probabilitat d’ampliar el nombre de premis guanyats,
encara que el valor asimptotic segueixi sent de dos tercos.

PARAULES CLAU probabilitat; valor esperat; jocs d’atzar; simulacié

Your Dreams and Probability Theory

ABSTRACT This article analyses from a statistical and probabilistic point of view the mechanism
and interpretation of games of chance involving the removal of balls from an urn. To do thats, the
concepts of random variable, sample space, expectation and expected value are introduced. To
illustrate these concepts, a simple example is developed, in which the expected value of the game
is compared to the cost of taking part in it. Then, these theoretical concepts are applied to a real
example: the Christmas Lottery. By analyzing statistically the various prizes and their associated
probability, the article concludes that the expected value of the prize is approximately two thirds
of the invested money. This means that, in the long term, for every euro invested only 0.66 € are
recovered. A simulation carried out with these data graphically proves this result, showing also the
fact that dividing the total expenditure into several numbers increases the likelihood of increasing the
number of prizes won, although the asymptotic value is still two-thirds.
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Introduccio

Fa uns mesos hi va haver molta revolada amb I’'anunci televisiu del sorteig de la Loteria de Nadal, sovint denominat
La grossa. A part del dubtds gust del director de I'anunci i de la controvertida actuacio dels seus protagonistes,
una de les frases amb les quals s’anima al public a comprar loteria és: «posa els teus somnis a jugar». Aquesta
frase donaria per escriure una tesi doctoral de Psicologia i una altra de Sociologia: com s’intenta relacionar aquest
sorteig amb la felicitat de la gent, i quin efecte té sobre la poblacié la mondtona repeticid, any rere any, de conne-
xions amb les administracions de loteria que han estat agraciades. Gent contenta, felic, banyada amb cava, que
comenta entusiasmada que, amb el premi, podran «tapar forats» o «fer el viatge de la seva vida». Aquest és el
concepte de «<somni fet realitat» amb el qual es pretén enganxar els potencials compradors de loteria.

Aquest sorteig tan especial té lloc una vegada a I'any, pero els jocs d’atzar i les apostes tenen un paper
destacat, i creixent, en I'economia. A més, I'auge de les noves tecnologies i I'accés a internet des d’ordinadors,
mobils i altres dispositius han posat a la disposicié del public una amplia oferta de «productes i serveis de joc», per
anomenar-ho d’alguna manera. ConseglUentment, aixd comporta un gran creixement en aquest sector, on cada
vegada més empreses competeixen per fer-se un lloc. Prenent com a exemple el camp de les apostes esportives,
fins fa relativament poc una empresa publica (Loteries i Apostes de I'Estat) tenia el monopoli mitjancant la historica
travessa. Avui dia, diverses empreses privades (Bet and Win, Miapuesta.es, etc.) lluiten per copar el sector, el qual
es nodreix d’'una demanda caracteritzada per la necessitat del public d’ apostar.

Algu va dir una vegada que «la loteria és un impost que paguen els que no saben matematiques». Es cert que
no anava desencaminat, ja que la loteria va néixer com un mecanisme public de recaptacio, i avui dia, encara
que ha canviat molt el sistema, segueix la mateixa logica. Es a dir, el que organitza un sorteig mai no perd diners i
sempre es recapta més del que es reparteix en premis, ja sigui Loteries i Apostes de I'Estat, una empresa d’apos-
tes en linia 0 un casino. Llavors cal preguntar-se: fins a quin punt és racional el fet d’apostar o comprar bitllets de
loteria? En aquest article es pretén analitzar aquesta questié des d’un punt de vista matematic, introduint alguns
conceptes fonamentals de la teoria de la probabilitat. A més, analitzarem detalladament el mecanisme del sorteig
de la Loteria de Nadal, per comprovar quines son les probabilitats reals d’obtenir algun premi i de no obtenir-ne
cap, a més d’analitzar a llarg termini les probabilitats reals de fes-se ric.

1. Conceptes de teoria de la probabilitat

Dos conceptes fonamentals en estadistica son els de variable aleatoria (X), i el de la seva esperanca matematica
(també coneguda com a valor esperat), definida com E(X). Per explicar-los, suposem que ens plantegen un joc
molt senzill, que consisteix a llangar una moneda a I'aire. Si surt cara, ens paguen un premi, i si surt creu, no ens
en paguen res. Ara bé, per participar en aquest joc, que consisteix en un Unic llangament, hem de pagar un preu.
Suposem que el premi és de 100 €. La pregunta és: quan ens interessara jugar i quan no? El primer que voldrem
saber és quin és el ventall de premis possible en aquest joc, que sén basicament dos: o bé 100 € si surt cara, o
bé res (O €) si surt creu. Aquestes dues xifres formen el que es denomina espai mostral, aixo és, el conjunt de tots
els possibles resultats individuals d’un experiment aleatori (el llangament de la moneda a I'aire). Matematicament,
I'espai mostral es defineix tal com expressa I'equacié de la figura 1.

Figura1 Q ={100,0}

Amb aixo, ja podem definir aguests conceptes. D’una banda, una variable aleatoria és una manera de quantificar
(aix0 és, expressar amb nombres) els possibles resultats d’un procés aleatori, com pot ser el llangament de la
moneda. En el nostre exemple, a la variable aleatoria X la podem anomenar premi resultant de I'experiment, i
formalment I’expressariem segons I'equacié de la figura 2.

. _ [100 si surt cara
Figura2 X= { 0 si surt creu
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El segUent pas és saber les probabilitats que surti cara i que surti creu. Suposant que la moneda sigui normal i
no estigui trucada, les probabilitats son identiques: 50% que surti cara i 50% que surti creu. En estadistica s’ex-
pressen les probabilitats en tant per u, de manera que definirem p_ = 0,5 a la probabilitat que surti cara, ip, = 0,5
a la probabilitat que surti creu.

Amb aquests elements, ja podem definir i calcular I'esperanca matematica d’aquest experiment aleatori.
Aquesta sera basicament la suma dels possibles resultats de I'experiment ponderats per les seves respectives
probabilitats. Formalment es calcula tal com expressa la figura 3.

Figura3 E(X)=100,0-p,+0-p, =100-0,5 =50

Com hem d’interpretar aquest valor? Una manera de veure-ho és la seglient: imaginem-nos que repetim el joc
moltes vegades, diguem que n vegades. Per les lleis de la probabilitat, com més vegades ho repetim, el nombre de
cares i de creus obtingudes es tendira a igualar, ja que tenen la mateixa probabilitat de sortir. Aixi que just la meitat
de les vegades (n/2) guanyarem el premi, i I'altra meitat de les vegades (n/2) no guanyarem res. Si llavors dividim
el premi total rebut entre el nombre d’intents, obtindrem el valor esperat del joc mitjancant I'equacié de la figura 4.

2)-100 100
(3)-100 100
n 2

Figura 4

Quan valdra la pena jugar? Suposem que el joc és diari i que hi ha una persona que hi participa cada dia. Llavors,
a llarg termini, si el preu del bitllet és menor de 50, la persona guanyara diners; si val més de 50, perdra diners; i
si val exactament 50, guanyara igual que perdra, amb la qual cosa sera indiferent que jugui 0 no. Per aixd, davant
la pregunta: quant pagaries per jugar cada vegada? La resposta racional és que, com a maxim, pagare el valor
esperat del joc E(X). Per0, com s’ha comentat anteriorment, la decisié de comprar loteria i apostar no es carac-
teritza per seguir un criteri racional, precisament.

2. Analisi del sorteig de Nadal

El format del sorteig de Nadal de Loteries i Apostes de I'Estat no és molt diferent de I'exemple que acabem de veure.
L’Unica diferencia, essencialment, és que hi ha més tipus de boles, més premis i més probabilitats. L’estructura del
sorteig és la seglient: hi ha un total de n = 700.000 numeros, des del O fins al 99.999. Per apostar per un d’ells, es
pot adquirir una série per un preu de 200 €, o un décim d’aquesta serie, el qual costa una desena part d’una série,
aixo és, 20 €. A més, es pot adquirir una seérie i dividir-la en participacions, les quals es venen a un preu menor.

El dia del sorteig es disposen dos bombos. En el més gran s’inclouen tots els n = 700.000 numeros, cadascun
en una bola. En el bombo menor s’inclouen les boles amb els premis. Llavors, es va extraient una bola de cada
bombo i aquestes s’associen, aixo és, a cada premi li correspon un ndmero. La taula 1 mostra el tipus de premi,
el nimero de boles associades (aix0 és, la freqliencia absoluta), la seva probabilitat (que és la freqUéncia dividida
entre 100.000) i 'import del premi.

En total, el nombre de premis repartit (sense incloure el reintegrament) s’obté sumant la tercera columna
menys les dues Ultimes xifres. El resultat és de 4.855 nimeros agraciats. Si els comparem amb el total de premis
a concurs, obtenim que només un 4,85 % dels bitllets posats a la venda reben un premi, o vist d’una altra ma-
nera, el 95 % dels bitllets rep o bé el reintegrament o res. Vist amb la perspectiva que ens déna I'estadistica, una
persona que jugués a un numero cada any, obtindria aproximadament un premi cada 20 anys (5/700 = 1/20).

Per calcular el valor esperat E(X) d’aquest joc, hem de multiplicar les probabilitats (o,) pels possibles premis (X))
i després sumar el conjunt, tal com mostra la féormula de la figura 5.

14
Figura5 E(X) = Zpk X,
i=1
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Taula 1. Taula de freqiiéncies dels premis del sorteig de Nadal

NUm. de boles Probabilitat

Classe de premi k {frequiencia) (k) Import (Xk)
Primer premi 1 1 0,00001 4,000.000
Segon premi 2 1 0,00001 1.250.000
Tercer premi 3 1 0,00001 500.000
Quart premi 4 2 0,00002 200.000
Cinque premi B 8 0,00008 60.000
Pedrea 6 1.794 0,01794 1.000
Numeros anterior i posterior al 1r. premi 7 2 0,00002 20.000
Numeros anterior i posterior al 2n. premi 8 2 0,00002 12.500
NUmeros anterior i posterior al 3r. premi 9 2 0,00002 9.600
Centenes dels premis 1r., 2n. i 3r. 10 297 0,00297 1.000
Centenes dels premis 4t. i 5¢. 11 198 0,00198 1.000
Dues ultimes xifres dels premis 1r., 2n. i 3r. 12 2.547 0,02547 1.000
Reintegrament 13 8.499 0,08499 200

Res 14 86.646 0,86646 0

Font: Loteries i Apostes de I'Estat

Aix0 equival a multiplicar element a element les dues columnes de la dreta de la taula 1 i sumar la columna
resultant. El resultat d’aquesta operacioé és E(X) = 132,5. Com podem interpretar aquest resultat? Aquesta xifra
s’ha obtingut considerant X com a premis per séerie, el preu de la qual és 200 €. Seria més intuitiu calcular el valor
esperat del joc per euro jugat, la qual cosa s’obté dividint E(X) entre 200. La xifra que obtenim és 0,6625, la qual
cosa correspon, aproximadament, a dos tercos (2/3). Aquest resultat és més facil d’interpretar: per cada euro
apostat en aquest sorteig, el valor esperat és de 0,66 euros. Aixo significa que, amb el temps, si apostéssim a
molts numeros durant molts anys, a llarg termini el total acumulat de premis rebuts tendiria a ser només dues
terceres parts de I'import total gastat en loteria.

Per analitzar aquest resultat graficament, realitzarem una simulacio, que consisteix a generar valors aleatoris
i comprovar els parametres estimats del joc quan es juga repetides vegades. A més, volem analitzar el resultat
d’apostar tot a un sol nimero o a diversos numeros. Per fer la simulacio, plantejarem tres escenaris, en cadascun
dels quals el jugador divideix cada euro apostat entre k = 7, 70, 20 nUmeros. Per a cada escenari repetim el joc
n = 50.000 vegades. Per a cadascuna d’aquestes repeticions i valor de k , extraurem de la distribucié de premis
k nimeros a I'atzar, els quals poden estar premiats o no. Al final, I'objectiu d’aquesta simulacié és veure, per al
numero de repeticid g < n, quin valor pren el quocient entre tots els premis guanyats i el desemborsament total
fins al moment. El resultat es pot veure en la figura 6, en la qual cada corba correspon a un valor de k (niUmeros
apostats).

En la figura 6, la linia horitzontal discontinua és el valor esperat 0,6625. En les tres corbes representades es
poden observar tres fets interessants.

a) El valor de cada corba (el quocient entre ingressos i despeses acumulades), especialment per als valors k = 70
i k=20, tendeix al valor asimptotic E(X) = 0,6635, tal com s’ha calculat anteriorment.

b) En tots els casos, arribats a un nombre de repeticions, s’obté un premi major que eleva el valor de les cor-
bes, puntualment fent que el quocient entre ingressos i despeses acumulades superi ampliament el valor 1,
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Figura 6. Tendéncia a llarg termini del quocient entre ingressos i despeses acumulades
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el qual marca el llindar entre la diferéncia neta entre ingressos i despeses acumulades. No obstant aixo, a
partir d’aquest periode, el valor del quocient torna a decréixer i tendeix gradualment al valor asimptotic £(X)
= (0,6635.

¢) A major nombre de nimeros apostats (k), s’amplia la probabilitat de guanyar més premis, per aixd mateix, les
corbes corresponents a k = 710 i k = 20 tenen més pics i variacions que la corba corresponent a k = 7.

Aquests tres punts es poden resumir en la seglient conclusio: encara que a molt llarg termini el quocient entre
ingressos i despeses acumulades tendeix a £(X) = 0,6635, la qual cosa indica que només es recuperen 2/3 parts
dels diners invertits, sempre hi haura un periode en el qual s’aconsegueixi un premi major, de manera que durant
molts periodes el quocient entre ingressos i despeses acumulades sera alt, perd decreixent. Ara bé, existeix un
problema: tractant-se d’un sorteig anual, aquest periode de sort pot trigar a arribar centenars d’anys, i ningu viu
tant temps, de moment, per poder explicar-ho.

Conclusions

En aquest article s’ha analitzat des d’un punt de vista estadistic i probabilistic el mecanisme i la interpretacio dels
jocs d’atzar consistents en I'extraccio de boles d’una urna. Per a aix0d, s’han introduit els conceptes de variable
aleatoria, espai mostral, esperanca matematica i valor esperat. Per il-lustrar aquests conceptes s’ha desenvolupat
un senzill exemple, en el qual s’ha comparat el valor esperat del joc amb el que costa jugar. Aquests conceptes
tedrics s’han aplicat, seguidament, a un exemple real: el sorteig de Nadal de Loteries i Apostes de I'Estat. Mit-
jancant I'analisi estadistica dels diferents premis que reparteix i la seva probabilitat associada, s’ha arribat a la
conclusié que el valor esperat del premi és aproximadament de dos tercos. Aixo significa que, per cada euro que
s’inverteix regularment, només es recuperen a llarg termini 0,66 €. Una simulaci6 realitzada amb aquestes dades
ha constatat graficament aquest resultat, i ha mostrat també que el fet de repartir la despesa en el joc entre més
ndmeros jugats augmenta la probabilitat d’ampliar el nombre de premis guanyats, encara que el valor asimptotic
segueixi sent de dos tercos.
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Quina conclusio es pot extreure de tot aixd? D’una banda, es pot afirmar que la decisid d’apostar en aquest
tipus de jocs d’atzar no és racional, ja que probabilisticament, en la immensa majoria de casos, el resultat sera
una perdua economica. Aixi, doncs, en la compra de bitllets de loteria, i en la participacio en jocs d’atzar (aixi com
en apostes esportives), intervenen molts altres factors que expliquen que aquests sectors estiguin a I'alca, com
factors de caracter psicologic i sociologic com la tradicio, I'efecte de la publicitat i I'efecte addictiu que té el joc en
algunes persones. A més, també existeix la percepcié que apostar en loteria implica pagar un import relativament
petit a canvi de la possibilitat d’obtenir un premi molt gran. Dues observacions desmunten aguesta percepcio:
(a) la possibilitat d’obtenir el premi gran és molt, molt, molt reduida i, (b) en jugar a la loteria repetidament, a llarg
termini I'import total destinat al joc deixa de ser petit.

Referencies bibliografiques:

ARIYABUDDHIPHONGS, V. (2011). «Lottery gambling: a review». Journal of Gambling Studies, nim. 27, vol. 1,
pags. 15-33.

BENHSAIN, K.; TAILLEFER, A.; LADOUCEUR, R. (2004). «<Awareness of independence of events and erroneous
perceptions while gambling». Addictive Behaviors, num. 29, vol. 2, pags. 399-404.

CHOLIZ MONTANES, M. (2006). «Adiccién al juego: sesgos y heuristicos implicados en el juego de azar.» Revista
espariola de Drogodependencias, nim. 31, vol. 2, pags. 173-184.

PELLETIER, M. F; LADOUCEUR, R. (2007). «The effect of knowledge of mathematics on gambling behaviours
and erroneous perceptions». International Journal of Psychology, nim. 42, vol. 2, pags. 134-140.

SYLVAIN, C.; LADOUCEUR, R.; BOISVERT, J. M. (1997). «Cognitive and behavioral treatment of pathological
gambling: A controlled study». Journal of consulting and clinical psychology, nium. 65, vol. 5, pag. 727.

Daniel Liviano Solis

dliviano@uoc.edu

Professor dels Estudis d’Economia i Empresa (UOC)

Daniel Liviano és llicenciat en Administracio i Direccid d’Empreses i doctor en Eco-
nomia per la Universitat Rovira i Virgili. Actualment és professor d’assignatures quan-
titatives als Estudis d’Economia i Empresa de la Universitat Oberta de Catalunya. A
més, ha impartit diverses assignatures a la Universitat Rovira i Virgili i la Universitat de Barcelona,
relacionades amb I'estadistica, I'economia i les finances. Entre els seus interessos de recerca hi ha
I'econometria, I’economia regional i la dinamica industrial.

Els textos publicats en aquesta revista estan subjectes —llevat que s’indiqui el contrari— a una lli-
cencia de Reconeixement 3.0 Espanya de Creative Commons. Podeu copiar-los, distribuir-los, co-
municar-los publicament i fer-ne obres derivades sempre que reconegueu els credits de les obres
(autoria, nom de la revista, institucié editora) de la manera especificada pels autors o per la revista.
La llicencia completa es pot consultar a http://creativecommmons.org/licenses/by/3.0/es/deed.ca.

55 Oikonomics (NUm. 1, maig de 2014) ISSN 2339-9546 Universitat Oberta de Catalunya
http://oikonomics.uoc.edu Revista dels Estudis d’Economia i Empresa



mailto:dliviano@uoc.edu
http://creativecommons.org/licenses/by/3.0/es/deed.ca



